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Vom Vierfarbenproblem zum Vierfarben-
satz — eine Analyse mit Hilfe des

Zentralblatt MATH

Bei der taglichen Arbeit hat der Mathematiker es immer wieder mit Ergebnissen zu tun, die
der Beschiaftigung oftmals ganzer Generationen mit einem hartnackigen Problem ent-
sprungen sind. Nicht immer in ihrer Geschichte haben sich Probleme der gleichen Auf-
merksamkeit erfreut. Kann man so etwas mit Hilfe der Datenbank ZMATH herausbekom-
men? Am Beispiel des Vierfarbensatzes zeigen wir, wie sich das Interesse an einer Frage-
stellung iiber einen langen Zeitraum entwickelt hat.

Heinz Kroger

Die Entwicklung der Mathematik kann man unter an-
derem anhand der vielen Probleme verfolgen, die als
Ansatzpunkte fiir die Forschung dienen. Fruchtbare
Probleme ziehen nicht nur das Interesse in einem
engen Bereich auf sich, vielmehr ergeben sich beim
Versuch sie zu l6sen, Einblicke in andere Bereiche der
Mathematik. Auf diese Weise entstehen Querverbin-
dungen, die vorher oftmals gar nicht so vorhersehbar
sind. Dieser Effekt tritt immer dann auf, wenn der ge-
rade Weg zu einer Losung zu steinig ist und dquivalen-
te Formulierungen fiir das Problem gefunden werden,
die es im besten Fall ermdglichen, in einem anderen
Bereich der Mathematik auf einem einfacheren Wege
zu seiner Lésung zu gelangen.

GrofBe Probleme sind in der mathematischen Gemein-
schaft oft ein viele Jahre, ja Jahrzehnte beherrschen-
des Dauerthema. Sie ziehen im Laufe ihres Daseins
manchmal mehr, manchmal weniger Aufmerksamkeit
auf sich. Je langer sie prasent sind, desto starker und
vielfaltiger wirken sich die oben beschriebenen Effekte
aus. Die Tatsache, dass sie manchmal in mehreren
Raumen des groflen ,,Mathematikgebdudes®, biswei-
len gar auf verschiedenen Fluren, fiir Aktivitaten sor-
gen, machte die Gesamtmenge der Probleme zur be-
herrschenden Triebfeder der Mathematik. Und so viel-
faltig, wie sie sich vor ihrer Losung verbreiten, so reich
ist dann auch die Ernte fiir alle Bereiche, wenn erst
einmal eine Losung gefunden wird.

In seinem Buch ,,The mathematical century: The 30
greatest problems of the last 100 years“ [Princeton
University Press (2004; Zentralblatt MATH 1065,
00003)] stellt P. Odifreddi die groBten Probleme der
letzten 100 Jahre vor und beschreibt ihre Auswirkun-
gen sowohl auf das Gebiet, dem sie entstammen, als
auch auf die Mathematik als Ganzes.

Hier ein paar der dort aufgefiihrten Probleme:

e Einsteins Allgemeine Relativitatstheorie

e Gorensteins Klassifizierung der Endlichen Gruppen
e Bieberbachs Symmetriegruppen

e Hales Losung des Kepler-Problems

e Wileys Beweis des Letzten Satz von Fermat

e derVierfarbensatz von Appel und Haken

e Kolmogorovs Axiomatisierung; etc.

Wie oben schon erwdhnt, wurde diesen Problemen
nicht in gleichmaBiger Weise Aufmerksamkeit zuteil.
Uns hat es daher interessiert, ob man den Verlauf der
einem Problem gewidmeten Aufmerksamkeit auf recht
einfache Weise anhand der Anzahl der im Zentralblatt
zu einem Thema referierten Arbeiten nachvollziehen
kann.

Wir nehmen uns dazu das Vierfarbenproblem vor. Es
wurde als Problem formuliert, als im Jahre 1852 in
London Francis Guthrie, ein junger Absolvent des
University College, in einem Brief an seinen noch stu-
dierenden Bruder Frederick diesen bat, festzustellen,
ob es mathematisch zu beweisen ware, dass jede auf
ein Blatt Papier gezeichnete Landkarte mit nur vier


http://www.zentralblatt-math.org/zmath/
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Farben so koloriert werden kann, dass nirgendwo zwei
Lander gleicher Farbe eine gemeinsame Grenze auf-
weisen. Die Vierfarbenvermutung war formuliert, es
sollte aber noch 124 Jahre dauern, bis der Beweis
unter Dach und Fach war. Der Lehrer der Guthrie-Brii-
der, Prof. De Morgan, konnte keinen Beweis liefern,
und so blieb es lange Zeit. 1878 trug A. Cayley das
Problem der Londoner Mathematischen Gesellschaft
vor, ohne dass er es l6sen konnte. Ein Jahr spater
legte A.B. Kempe einen, seiner Meinung nach richtigen
Beweis vor. Kempes Idee war es, eine Menge von An-
ordnungen zu finden, die in einer normalen Landkarte
unvermeidbar sind. Gleichzeitig ging es ihm darum,
eine Menge reduzierbarer Anordnungen zu finden, wo-
bei man eine Anordnung als reduzierbar bezeichnet,
wenn sie nicht einer minimalen fiinffarbigen Karte zu-
gehoren kann. 1890 wurde Kempes Versuch des Be-
weises von PJ. Heawood als fehlerhaft und nur sehr
schwer zu reparieren erkannt. Er versuchte das Pro-
blem vom Farben einer Karte in der Ebene auf Karten
auf komplizierteren Flachen zu tibertragen, wo man es
leichter l6sen konnte. Heawood arbeitete 60 Jahre
lang an diesem Problem. Im Zuge seiner Bemiihungen
um das Vierfarbenproblem bewies er den Fiinffarben-
satz, der besagt, dass jede normale Karte mit fiinf
Farben gefarbt werden kann. Ein schéner Beweis die-
ses Satzes findet sich in dem Buch ,,Das Buch der
Beweise“ von M. Aigner und G.M. Ziegler. In der Zeit
kurz nach 1910 wurden verschiedene Wege verfolgt,
man fand neue reduzierbare Anordnungen. D. Birkhoff
verbesserte Kempes Ansatz, indem er zeigte, dass
noch gréBere als die von diesem beschriebenen Konfi-
gurationen reduzierbar sind. Nun gab es erste konkre-
te Ergebnisse: 1922 fand P. Franklin heraus, dass alle
Landkarten mit hochstens 25 Landern mit 4 Farben zu
farben sind. 1950 wusste man bereits, dass es 36
Lander sein diirften.

1937 formulierte H. Whitney ein numerisches Aquiva-
lent zum Vierfarbenproblem — einer der Versuche, dem
Problem {iber einen Umweg beizukommen. Es gab ein
arithmetisches Herangehen, gar eine Vierfarbenformel
(). Nuut, 1931). Die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit
des Vierfarbensatzes wurde untersucht (E. Krahn,
1932). Nach all diesen Versuchen in den spaten 20er
und den 30er Jahren lief} das Interesse am Vierfarben-
problem etwas nach. Zwar kann man wohl den Krieg
als den wichtigsten Grund nennen, doch kam das
Problem auch nach dem Kriege erst allmahlich wieder
in den Focus ganzer Arbeitsgruppen. Neue Ansétze
wurden formuliert, das Versagen fritherer Versuche er-
forscht und erkannt. Viele der bekannten Graphen-
theoretiker haben sich mit dem Problem befasst. H.
Heesch, der seit 1936 an dem Problem arbeitete, hat
1969 ein ganzes Buch zum Vierfarbenproblem ge-

schrieben. Er formulierte, er werde den Satz durch das
Auffinden einer unvermeidbaren Menge reduzierbarer
Anordnungen beweisen kdnnen. Seine Arbeiten waren
die Vorbereitung zur Erarbeitung eines Computerpro-
gramms, das die Operationen, die zur Ermittlung die-
ser unvermeidbaren Menge fiihren sollten, durchfiih-
ren konnte, da es von Hand schier unmaglich ware.

K. Appel und W. Haken waren es dann, die im Jahre
1977 mit einem solchen Computerprogramm Erfolg
hatten und 1936 unvermeidbare Anordnungen fanden,
spater die Zahl sogar auf 1476 verringern konnten, be-
vor 1996 N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour und R.
Thomas die Anzahl der unvermeidbaren reduzierbaren
Anordnungen auf den Wert von 633 driicken konnten.

Mit dem Beweis von Appel und Haken im Jahre 1977
wurde zum ersten Mal eines der grofien Probleme
unter Verwendung des Computers geldst. Dieser An-
satz war damals ungewdhnlich, ein klassischer Beweis
mit Bleistift und Papier ist daher auch in diesem Falle
noch immer erwiinscht. Jedoch scheint das Uberpriifen
so vieler Einzelfélle in vertretbarer Zeit wohl nur mit
Rechnerunterstiitzung moglich zu sein.

Alle eben erwdhnten Arbeiten sind beim Recherchie-
ren in der Datenbank ZMATH zu finden, die sowohl die
Daten vom Zentralblatt MATH als auch die des Jahr-
buch iber die Fortschritte der Mathematik beinhaltet,
somit also von der Gegenwart bis in das Jahr 1868
zurlickreicht. Mit vielen kleinen Abfragen kann man
sich viele wertvolle Informationen dazu beschaffen,
welche Arbeiten in den einzelnen Zeitabschnitten den
Weg zur Losung des Vierfarbenproblems geebnet
haben; Man findet aber auch diejenigen, deren Ansatz
in eine falsche Richtung fiihrte. Man stellt bald fest,
dass Zeiten intensiver Beschaftigung auch wieder
Zeiten reduzierter Aufmerksamkeit folgen. Es ist inter-
essant, dass schon eine ganz einfache Abfrage uns
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einen ersten Aufschluss iiber die Intensitét gibt, mit
der in einzelnen Zeitabschnitten an dem Problem
gearbeitet wurde. Da in den fiir das Vierfarbenproblem
relevanten Arbeiten der Begriff meist im Titel auf-
taucht, sonst aber gewiss im Referat iber die Arbeit,
bietet sich diese Abfrage im ,,Basic Index“ (bi) an:

[bi:
,quatre couleur” |

,four colo*” | ,vierfarb*” |

squattro colori*“]

Das Ergebnis einer Suche (iber die gesamte Datenbank
sind 488 Arbeiten. Verteilt man diese gleichméafiig zum
Beispiel auf Dekaden, so erhdlt man folgendes Bild:

Zeitraum Treffer
<=1900 6
1901-1910 3
1911-1920 3

1921-1930 23
1931-1940 46
1941-1950 11
1951-1960 7
1961-1970 22
1971-1980 83
1981-1990 82
1991-2000 129
2001-heute 83

Man kann an dem Ergebnis dieser kleinen Abfrage
schon ganz gut beobachten, dass nach seiner Formu-
lierung im Jahre 1852 erst einmal eine ganze Weile ver-
ging, bis man sich nennenswert mit dem Vierfarben-
problem beschéftigte. Einige wichtige Arbeiten aus der
zweiten Dekade des vergangenen Jahrhunderts haben
das Interesse an der Vierfarbenvermutung merklich
wachsen lassen, und die Beschaftigung damit nahm in
den 30er Jahren noch deutlich zu. Jedoch scheint die
Komplexitdt dieses von der Formulierung her doch so
einfachen Problems das Interesse dann wieder deut-
lich vermindert zu haben. Erst in der Zeit, als man sich
zunehmend des Einsatzes von Computern beim Be-
weisen mathematischer Sachverhalte bediente, riickte
das Vierfarbenproblem wieder in den Focus. Man kann
an den Trefferzahlen deutlich die Zunahme des Inte-
resses in den 7oer Jahren erkennen, der Beweis von
1977 fdllt ja in diese Dekade. In den folgenden Jahren
hat es dann neben Versuchen, den Beweis noch zu
verbessern oder zu vereinfachen, viele Arbeiten gege-
ben, die sich mit den Auswirkungen auf die Bereiche,
in denen dquivalente Formulierungen entstanden
waren, befassen. Sicherlich ist die Anzahl der Arbeiten
in der Datenbank zum Vierfarbenproblem/Vierfarben-
satz weit hoher als die 488 hier betrachteten Ergebnis-
se, jedoch diirfte sich an der Aussage iiber die hier
ermittelten Zahlen nichts wesentliches dndern.

Dies ist ein schdnes Beispiel, wie man sich mit Hilfe
der Datenbank ZMATH recht einfach einen Uberblick

43

Mathematik im Blickpunkt

iber Entwicklungsverldufe in der Mathematik ver-
schaffen kann.
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