3 8 Mathematik im Blickpunkt

Wo spielt die Musik im Zentralblatt?
Recherchen am Rande der Mathematik

Auch iiber Fachgebiete, deren Verbindungen zur Mathematik nicht so offensichtlich sind,
lassen sich in ZMATH vielfdltige Nachweise finden. Die Musik ist ein gutes Beispiel dafiir.

Klaus-D. Kiermeier

Seit dem Altertum haben Mathematiker und Nicht-
Mathematiker immer wieder versucht, Verbindungen
zwischen Mathematik und Musik zu finden. Bekannt
sind die Erkenntnisse von Pythagoras von Samos (ca.
580-500 Vv.u.Z.) und seinen Anhangern liber die Ver-
héltnisse von natirlichen Zahlen, den Langen einer
schwingenden Saite und den durch die Saite hervorge-
brachten Tonhohen, die die an Zahlenmystik interes-
sierten Pythagoreer mit Hilfe eines Monochords stu-
dierten. Sie erkannten dabei, dass eine in einem ratio-
nalen Verhiltnis zweier nattirlichen Zahlen unterteilte
Saite einen Ton hervorbringt, der in ,,Harmonie“ mit
dem von der ungeteilten Saite hervorgebrachten Ton
steht: Beim Verhdltnis 1:2 ergibt sich eine Oktave,
beim Verhaltnis 2:3 eine reine Quinte, beim Verhdltnis
3:4 eine reine Quarte usw.

Besondere Bedeutung hatte die Entdeckung des so
genannten pythagoreischen Kommas. Denn in allen
Tonsystemen, die auf reinen Oktaven und Quinten
beruhen, gibt es eine Diskrepanz zwischen einem
Intervall von sieben Oktaven und einem Intervall von
zwolf Quinten, die musikalisch eigentlich als identisch
angesehen werden. Diese Diskrepanz der Tonintervalle
ergibt sich aus dem Unterschied zwischen (1/2)” und
(2/3)®, deren Verhaltnis 524288:531441 betragt. Diese
Berechnung findet sich bereits bei Euklid. Musikalisch
gesehen ist das ungefdhr ein Achtelton.

In der musikalischen Praxis ergeben sich daraus er-
hebliche Probleme, und es gab in der Vergangenheit
eine ganze Reihe von Ansédtzen, Stimmungen fiir
Instrumente zu finden, um diese Probleme moglichst

gering zu halten. Die bekannteste und heute in der
europdischen Musik gebrduchlichste Stimmung ist die
gleichtemperierte oder wohltemperierte Stimmung, zu
deren Popularisierung nicht zuletzt Bachs grandiose
Sammlungen von Praludien und Fugen, ,,Das wohltem-
perierte Klavier, beigetragen haben, die schon seinen
Zeitgenossen eindrucksvoll vor Augen und Ohren fiihr-
ten, dass es mit dieser Stimmung moglich war, alle
Tonarten gleich gut klingen zu lassen. Man konnte
natirlich auch sagen: ,gleich schlecht”, denn in die-
ser Stimmung sind auf3er den Oktaven keine Intervalle
mehr rein, entsprechen also nicht mehr den oben an-
gegebenen Verhdltnissen.

In der gleichtemperierten Stimmung wird jede Oktave
in zwolf Halbtonschritte unterteilt, die alle dasselbe
Frequenzverhdltnis von 2% haben, wobei die 2
eigentlich 2:1 ist, also das Frequenzverhaltnis der bei-
den Tone einer Oktave. Alle Frequenzen der Tone der
gesamten zwolftonigen Tonleiter der gleichtemperier-
ten Stimmung erhdlt man durch die geometrische
Folge
Fli} = fo- 295,

wobei fa eine festgelegte Frequenz ist, z.B. der
Kammerton a' (440 Hz), und ! die Halbtonschrittent-
fernung zu dem Ton mit der Frequenz [5. Fii}ist
dann die gesuchte Frequenz. Die Folge ist eine geome-
trische Folge, weil sie gerade so konstruiert ist, dass
das Verhdltnis zweier benachbarten Folgenglieder
stets gleich ist.

In der Neuzeit hat zundchst vor allem Leonhard Euler
(1707-1783) versucht, sich mit mathematischen Me-
thoden der Konsonanz/Dissonanz-Problematik anzu-


http://www.zentralblatt-math.org/zmath/

nehmen. Auch bei ihm spielen Zahlenverhiltnisse, die
die Frequenzverhdltnisse von Intervallen wiedergeben,
die wesentliche Rolle. In seinem Aufsatz ,,Tentamen
novae theoriae musicae“ von 1739 [in: Opera omnia.
Series tertia: Opera physica. Vol. I: Commentationes
physicae ad physicam generalem et ad theoriam soni
pertinentes. Ediderunt E. Bernoulli, R. Bernoulli, F.
Rudio, A. Speiser. Leipzig, B. G. Teubner (1926; JFM
52.0021.07)] definiert Euler die folgende Gradus-suavi-
tatis-Funktion T' [zitiert nach Mazzola, 1990]: Sei @
eine positive ganze Zahl. Nach dem Satz tber eindeu-
tige Primzerlegung ldsst sich @ eindeutig in der Form

2 . s T
a= py-py Py by

schreiben, wobei die Py <=pP; = P3 <= <P,
eine wachsende Folge von Primzahlen und die

€1. €7, 83, ... 8y positive ganze Zahlen sind. Dann
definiert Euler

I{a) = 1 + Ejzxene (P - 1)

und allgemeiner

Mxfy) — T(x-¥),

falls [/ ¥] ein positiver gekiirzter Bruch ist.

Setzt man nun die Zahlenverhdltnisse, die musikali-

sche Intervalle charakterisieren, in diese Funktion ein,
so erhdlt man folgende Werte (Auswahl):

Oktave: T(1/2) 2
Quinte: I'[2/3)=4
Quarte: ['[3/41=10

groBe Terz: I'(4/0L) =7

kleine Terz: ['[G/60) = I

groBe Sekunde: I'(9/10}) = 10
kleine Sekunde: T[15/1&] 11
Tritonus: (32 40)= 14

Diese Zahlen sollen dann laut Euler ein Ma# fiir die
Annehmlichkeit eines Intervalls sein: je kleiner der
Wert, desto angenehmer. Dies entspricht tatsachlich
weitgehend unseren horpsychologischen Gewohnhei-
ten, mit Ausnahme der Quarte, die seit der Entwick-
lung der funktionalen Harmonik in bestimmten Zu-
sammenhdngen als dissonant empfunden wird.
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Abb. 26: Geometrische Darstellung der gleichstufigen Stimmung aus
Sopplimenti musicali (1588) von Gioseffo Zarlino

Seither hat sich im Spannungsfeld zwischen Mathe-
matik und Musik ein reiches Betatigungsfeld entwik-
kelt. Dies zeigt sich leicht durch eine einfache Recher-
che in der Datenbank Zentralblatt MATH:

[pi:music* | bi:musik* | bi:musig*]|

Dies ist wie folgt zu verstehen:

,bi“ bedeutet ,,basic index“. In diesem Index der
Datenbank sind alle Worter und Wortsequenzen inde-
xiert, die in irgend einem der Felder auftauchen, sei es
im Titel, in der Quelle, im Referat oder Summary oder
auch im Autorenfeld.

Der * bedeutet wie {iblich eine Trunkierung. Es werden
also alle Worter gesucht, die mit der davor stehenden
Zeichensequenz beginnen. Dabei ist beriicksichtigt,
dass in Zentralblatt MATH Eintrdge in Englisch, Deutsch
und Franzdsisch (und vereinzelt auch Italienisch) vor-
kommen.

Der senkrechte Strich | ist ein logisches ,,oder®.
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Diese Recherche ergab heute (4.12.2007) 1192 Treffer,
die jiingsten aus dem Jahre 2008, die dltesten von
1870. Das Ergebnis zeigt, dass es selbst in diesem
Randgebiet der Mathematik eine reichhaltige Literatur
gibt, deren Umfang sich in den letzten Jahrzehnten
sogar noch erheblich ausgeweitet hat.

Wenn man sich die Ergebnisse der Recherche nun
noch genauer ansieht, so stellt man fest, dass in der
gefundenen Literatur eine Fiille verschiedenster Frage-
stellungen behandelt wird. Hier sind schlagwortartig
einige solcher Themenbereiche aufgefiihrt:

— Akustik (Wellen, Spektren)

— automatisches Erkennen von Musikstiicken,
Musikstilen, Musikinstrumenten, Interpreten etc.

— automatische Musiktranskription

— Tonsysteme

— musikalische Stimmungen

— Musikwahrnehmung

— musikalische Kompositionen

— Musikgeschichte

Eine grofRe Bandbreite mathematischer Methoden wird
dabei verwendet, beispielsweise Zahlentheorie, Kom-
binatorik, Gruppen, Kategorien, Geometrie, Mannigfal-
tigkeiten, Algorithmen, neuronale Netze, Statistik,
Fraktale, Wavelets, Differentialgleichungen und vieles
mehr.

Wenn man sich fiir ein bestimmtes Thema bzw.
bestimmte Methoden interessiert, ldsst sich die obige
Recherche-Anfrage leicht entsprechend abandern.
Beispielweise ergibt die Anfrage

| bi:musik*
| bi:akust*
| bi:onde*)]

[ (bi:music* | bi:musig*) &

(bi:acoust* | bi:wave* |

bi:welle*

157 Eintrdge aus dem Bereich der musikalischen Akus-
tik. Das & bedeutet dabei ein logisches ,,und“. In glei-
cher Weise lassen sich auch zeitliche Einschrankungen
vornehmen:

[(bi:“music theory” | bi:musiktheorie) &

(py:1920-1929) ]

liefert beispielsweise Literatur zur Musiktheorie aus
den Zwanzigerjahren des letzten Jahrhunderts, wobei
»py“ eine Abkiirzung fiir ,,publication year ist.
Sequenzen von Wortern, die genau in dieser Form ge-
sucht werden sollen, miissen dabei in Anfiihrungs-
zeichen gesetzt werden.

Bei all dem sollte man allerdings beriicksichtigen,
dass die in der Zentralblatt MATH Datenbank enthalte-
nen Daten, die einen Zeitraum von fast 150 Jahren
abdecken, nicht immer einheitlich erfasst und inde-
xiert worden sind. Dies betrifft sowohl die Sprachen
(bis zur Mitte des 20. Jahrhunderts vorwiegend
Deutsch, seither vorwiegend Englisch) als auch die
Vollstandigkeit der Erfassung. Wenn man dies bei sei-
nen Recherchen bedenkt, lassen sich aber alle
erdenklichen Literaturnachweise zum Thema Musik
und Mathematik finden, seien sie historisch oder
brandneu, mathematisch anspruchsvoll oder einem
breiteren Leserkreis zugénglich. Nicht zuletzt fiir meh-
rere in den letzten Jahren erschienene Monographien
und Textbiicher, die fiir den Einstieg in die mathemati-
sche Musiktheorie geeignet sind, enthalt Zentralblatt
MATH aufschlussreiche Besprechungen; siehe z.B. Zbl
1051.00007, Zbl 1104.00003, Zbl 1119.00008. Direkt zu
dem entsprechenden Eintrag in der Datenbank gelangt
man, indem man direkt nach solch einer ,,accession
number* fragt:

[an: 1104.00003]

Diese Anfrage liefert beispielsweise

Mazzola, Guerino: The topos of music. Geometric logic
of concepts, theory, and performance. Basel:
Birkhduser (2002),

eines der jiingeren und profiliertesten Werke der
mathematischen Musiktheorie.
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